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Summary. We introduce and discuss two inverse problems of identifi- 
cation of parameters for equations of mathematical physics of parabolic and 
hyperbolic type. Finally we consider a classical problem of identification of 
a domain for the Laplace equation. 

Riassunto. Introduciamo e discutiamo due problemi inversi di identifi- 
cazione di parametri per equazioni della fisica matematica di tipo parabolico 
e iperbolico. Infine consideriamo un classico problema di identificazione di 
un dominio per l'equazione di Laplace 
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È ben noto che molte equazioni differenziali e integrodifferenziali sono 
nate come modelli matematici di problemi fisici. Cié che é forse meno noto é 
che spesso la tradizionale struttura del problema, con certi dati e coefficienti 
supposti conosciuti e la soluzione completamente incognita, non rispecchia la 
situazione concreta a cui si trova di fronte il tecnico o lo scienziato. In molti 
casi, infatti, non si conosce o si conosce solo parzialmente il valore di certi 
coefficienti del problema. In compenso, si possiede qualche informazione 
sulla struttura della soluzione. 

Consideriamo, ad esempio, l'andamento della temperatura u in un corpo 
£ costituito da un materiale omogeneo con memoria. Se sono note l’ an- 
damento della temperatura fino a t = 0, se la temperatura é mantenuta 
costante sul bordo 0% di £2 (per semplicità, supponiamo u(t, 7) = 0 per ogni 
t € Re per ogni x € 0N) e se é noto il suo andamento prima di t = 0, un 
modello matematico standard di u (con qualche semplificazione) é costituito 
dal problema 


dru(t,x) = Au(t,7)+ ft h(t- s)Au(s,2)ds + f(t,7) (t,7) e [0,T]x9, 
u(0, 2) = uo(2), re, 

u(t,x)=0, te [0,7], r e 99, 

. (1) 

ove h :]0,7] — R rende conto del fatto che il materiale é con memoria. 

Assegnata À, l’equazione (1) nell’incognita u é stata abbondantemente stu- 

diata. Nella pratica, per6, h é raramente conosciuta. A: compensare questa 

carenza di informazione, é spesso possibile determinare l’ andamento di un 

certo funzionale $ in corrispondenza della soluzione u. Per esempio, é tal- 

volta possibile fissare un certo punto 71 € 2 e osservare l'andamento della 

temperatura u(t, 71) al variare di # in [0,7]. In tale caso, l’indeterminatezza 

di A é compensata dalla conoscenza di u(t,r1) per ogni t € [0, T]. Pit in 
generale, supponiamo assegnato 


$(u(t,.)) = g(t), (2) 
ove è é un opportuno funzionale. Una versione astratta del problema (1)-(2) 
fu studiata per la prima volta nel lavoro [7]. 

La difficoltà principale del problema dipende essenzialmente dal fatto 
che, assegnata , la prima condizione in (1) si traduce in un’equazione in- 
tegrale di Volterra di prima specie nell’incognita A. Cié che si cerca di fare 
é trasformare questa equazione di prima specie in un’equazione di seconda 
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specie, derivando rispetto a t. Questo é possibile sotto ipotesi assai onerose 
riguardo ai dati. 

Supponiamo, ad esempio, che sia $(u(t,.)) = u(t, 71), con z; fissato in 
9. Dato il tipo del funzionale, é conveniente lavorare nello spazio di Banach 
X := C(Q). Nell’ipotesi che 00 sia sufficientemente regolare, possiamo in- 
trodurre l’ operatore A di dominio {u € Mi<p<+c0 W?P(O)]uan = 0, Au € 
X}. È ben noto (vedi, ad esempio, [9]) che l’operatore A genera un semi- 
gruppo analitico (T(t)):>o in X, che non é però fortemente continuo in 0. 
Eseguiamo i calcoli formalmente, supponendo che u sia una soluzione in 
senso classico di (1): con la solita convenzione di identificare funzioni nelle 
variabili (t,) con corrispondenti funzioni della variabile a t a valori in uno 
spazio funzionale nelle variabili 7, otteniamo 


du(t) = Au(t)+fFh(t- s)Au(s)ds+f(t) te [0,7], 
u(0) = vo, i (3) 
b(u(t)) = g(t), LE (0, 7]. 
Sarà anche necessario supporre @(uo) = 9(0). Derivando rispetto a t e 
ponendo v := du, otteniamo 


Oyv(t) = Av(t) + h(t)Auo + fi h(t— s)Av(s)ds + f'(t) t € [0,7], 
v(0) = Auo + s(0), (4) 
$(v(1)) = g'(1), te [0,7], 


ove le ipotesi sui dati e su u dovranno essere tali da poter calcolare le 
derivate. Applicando $ alla prima equazione in (4) e usando il fatto che 
h é scalare, si ottiene 


h(E)$(Awo) + $( [N h(t— e)Av(e)ds + (0) = 9" (0) (5) 


Inoltre, dalla formula di variazione delle costanti otteniamo 


t s 
v(t) = T(t)(Auo+f(0))+ J T(t-s)[h(8) Auo+f"(3)+ J K(s-0)Av(0)do)]ds 
(6) 
Poniamo allora w(t) := Av(t) e supponiamo che x := @(Auo) # 0. Ci 
possiamo allora ricondurre al seguente sistema nelle incognite h e w: 
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w(t) = AL T(t- RINO h(s — o)w(0)do]ds 
+A J$T(t— s)h(s)Auods + A JE T(t — s)f'(s)ds + AT(t)[Awo + f(0)], 
h(t) = x I9(JE (E — s)w(e)ds) +79") — P(0)). n 
Questo é un sistema di equazioni integrali di Volterra di seconda specie 
non lineare che può essere risolto con tecniche di punto fisso, almeno su un 
intervallo sufficientemente piccolo. Riguardo, ad esempio, al problema (1) 
ponendo 


0(u) = f u(z)u(d2), ®) 
con 4 misura di Borel su {1, vale il seguente risultato (vedi 1): 


Teorema 1 Siano 

(])a e BE R con0 << min{a,1- a} eB#}, 

(11) f e C!+4([0, T]; X),g e C*([0, T))nC®(0, T)) e d-og e C#([0,T]); 

(III) uo € D(A?), fav0(2)dé = 9(0); 

(IV) Auo + f(0) € D(A), A(Awo + f(0)) + d:f(0) € CH TM), d(Auo + 
£(0)) = 9'(0), $(Auo) #0. 

Allora esiste > 0 tale che il problema (3) ha un’unica soluzione (u, h) 
di dominio [0, 7], con le seguenti proprietà: 

(a) u € Ct({[0, 7}; X)N C2(0, 7]; X); 

(6) Au e C3(D, 7}; X); 

(c) h € della forma h(t) =t°—1!K(t), con K e C5([0,7]). 


Questo primo risultato di Lorenzi e Sinestrari é stato poi successivamente 
esteso in varie direzioni (vedi, ad esempio, [4], [2], [1], [8]). Tra le varie 
questioni di interesse considerate, cito problemi per equazioni non lineari, 
studio dell’esistenza di soluzioni globali, il caso in cui g sia a valori vettoriali, 
eccetera. 

Consideriamo ora una classe di problemi di identificazione assai vasta, 
studiata nel lavoro [11] da Prilepko e Orlovskii. Si tratta di determinare le 
soluzioni (u, p) di un sistema della forma 


Ou(t) = Au(t) + f(t,p(t),u(t)) te [0,7], 
u(0) = wo, (9) 
P(u(t)) = v(t), t € [0,T], 
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ove A é il generatore infinitesimale di un semigruppo (T'(t)):>o nello spazio di 
Banach X, f :[0,T]xV x X + X, con V spazio di Banach, e é € £(X, Vv). 
Dovré ovviamente valere la condizione di compatibilità 


$(uo) = v(0). (10) 


Il procedimento é simile a quello seguito per il problema (1) — (2): dalla 
formula divariazione delle costanti, abbiamo 


u(0) = T(#)uo + f T@—5)f(6,p(0),(0))ds. (11) 


Facciamo ora l’ipotesi che f sia continua a valori in D(A) e uo € D(A). 
Derivando allora l’equazione rispetto a t, ponendo v(t) := u'(t) e applicando 
è otteniamo 


W') = AF (0, PC) (IGT Awo+ fl Tt-5)Af(8, (0), (3))de). (12) 


Facciamo ora l’ipotesi seguente: 

(©) per ogni (t,u) € [0,T] x X @(f(t,.,u)) é una biiezione di V in sé, 
con inversa F(t,.,u) lipschitziana uniformemente in (t,u). 

Allora (12) pué essere riscritta nella forma 


p(t) = F(t,4'(t) — $(T()Awo+ i i T(t— s)Af(s,p(s), (s))ds), u(t)). (13) 


Abbinando allora (13) è (11), si ottiene un sistema nelle incognite u e p 
risolubile localmente con metodi di punto fisso nella classe C({0, 7]; D(A) x 
V), purché 7 sia sufficientemente piccolo. 

Diamo un esempio di applicazione di questo risultato astratto: conside- 
riamo il seguente sistema iperbolico: 


w(t,2) = Di A(1)0x,u(t,7) +®(t,2)p(t) (t,7) e (0,7]x R°, 
{ "u(0, x) = uo(z), reR”. 
(14) 
Qui le A; sono matrici hermitiane di dimensione N x N a coefficienti di 
- classe C® limitati con tutte le derivate. L’ incognita u sarà naturalmente 
definita su [0,7] x R” e a valori in CN. Per ogni (t,7) € [0,7] x R” ®(t, 2) 
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é una matrice N x m. Richiediamo che pér‘ogni # le componenti di ®(t, .) 
possiedano derivate di ogni ordine in L?(R") e che tali derivate dipendano 
con continuità da t. Aggiungiamo al problema (14) le m condizioni 


li(u(z:;,t)) = vi(t), 1l<i<m, (15) 


ove gli x; sono punti prefissati di R” e le /; sono funzionali lineari su CN. 

Forniamo ora a questo problema un’adeguata impostazione funzionale. 
Consideriamo lo spazio di Sobolev X := H*(R")N e l’operatore A definito 
come segue: D(A) sarà {u € X|XYX{_, A;(r)0,,u € X}, ove le derivate sono 
intese nel senso delle distribuzioni. E’ chiaro che D(A) contiene H*+!(R")N. 
E’ noto (vedi, ad esempio, [10]) che per ogni s € No A é il generatore in- 
finitesimale di un semigruppo in X. Date le condizioni (15), dovremo scegliere 
s in modo che X sia costituito da funzioni continue. In base al teorema 
di immersione di Sobolev, cié accade se s > 7. Supporremo allora che 
uo € H*+!(R")N e, peri=1,...,m 


li(uo(z:)) = %;(0). 


Poniamo V = C"° e In questo caso f(t,p,u) = ®(t,.)p. Osserviamo che in 
questo caso semplice f non dipende da u. Evidentemente, qualunque sia 
p € V, avremo che f(t,p,u) € D(A). Infine, l’ipotesi (h) sarà soddisfatta se 
per ogni t € [0, T] l’applicazione lineare da C”° in sé 


p- (11(D(t, T1)P), ‘ Im(®(t, Em)P)) 


é invertibile. Sotto tali condizioni, se 4 € C1([0, 7]), il problema (14)-(15) 
avréà un’ unica soluzione su ogni intervallo [0, 7] abbastanza piccolo. 
Concludiamo questo seminario con un problema classico di identificazione 
per un’equazione ellittica. 
Sia D la chiusura di un aperto limitato di R3. Consideriamo l’equazione 


Au(x) = xp(2), i (16) 


ove indichiamo con xp la funzione caratteristica di D e le derivate sono 
naturalmente considerate nel senso delle distribuzioni. Questo problema 
ha un'unica soluzione su R3 convergente a 0 per |r| + +00. u si può 
rappresentare nella forma 


u(2)= f Ee- sd, (17) 
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con 


1 


(18) 
Fisicamente u rappresenta (a meno di una costante moltiplicativa) il poten- 
ziale gravitazionale generato da un corpo di densit& uniforme che occupa la 
regione D. 

Il problema che vogliamo affrontare fu gié posto circa duecento anni fa 
da Laplace ed é il seguente: supponiamo che Di e Do siano due sottoinsiemi 
di R* con le proprietà dichiarate, 2 sia un aperto regolare contenente nel 
proprio interno Di U Do. Siano u1 e ur i corrispondenti potenziali e valga 


Uan = UJoa: (19) 
Possiamo dire che Dj = D>? La risposta € in generale negativa (vedi, 
ad esempio, [5], 3.4). Tuttavia, se imponiamo qualche condizione di tipo 
geometrico a Dj e D2, la risposta può essere positiva. Pit precisamente, 
vale il seguente 


Teorema 2 Se Di e Ds sono stellati rispetto ai loro baricentri e vale (19), 
allora Dj = Da. 


Naturalmente il baricentro di Dj sarà il vettore L3(D;)-! |, D; £d£, ove 
con L3 indichiamo la misura di Lebesgue. Dimostreremo il teorema 2 sotto 
l'ulteriore ipotesi che, per j = 1,2, D; abbia frontiera 0D; lipchitziana. 

Cominciamo con il seguente lemma elementare, conseguenza quasi im- 
mediata della formula di Green: 


Lemma 1 Sia u e W?!(0) tale che -Au= f in. Sia poi v armonica su 
un aperto contenente f. Allora, 


[i | (Zu Sto)do. 


Passiamo ora a dimostrare il teorema 2. Poniamo, innanzi tutto, u := 
u—u2. Allora u é armonica sul complementare di £, si annulla su 00 e tende 
a 0 quando |x| > +c0. Dal principio del massimo segue immediatamente 
che u é identicamente nulla su 2° e, dall’analiticità delle funzioni armoniche, 
che u é identicamente nulla sulla componenente connessa di R? \ (Di U Do) 

- contenente £2°. Applicando ora il lemma 1, verifichiamo subito che per ogni - 
v armonica su un aperto contenente { vale 
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v(r)dr = VITA (20) 
Di Da 


Il risultato é facilmente estendibile a ogni v armonica su un aperto conte- 
nente D; U Do. Applicando (20) con v = 1, otteniamo che Dj e Do hanno 
lo stesso volume. Sempre da (20) otteniamo anche 


J zide= / rida 
Di D2 


per 1 < i < 3, da cui segue che Di e Do hanno lo stesso baricentro. Ricor- 
rendo eventualmente a una traslazione, supporremo allora nel seguito che il 
baricentro coincida con l’origine. i 

Inoltre, se v é armonica, lo é anche £-Vv+3v. Applicando allora ancora 
(20) con x-Vv+3v al posto di v e utilizzando la formula di Green, arriviamo 
a 


o (x -v)vdo = io (x -v)vdo (21) 


per ogni v armonica su un aperto contenente Di U Do. Con un passaggio al 
limite, (21) é estendibile a ogni v armonica nell’interno di Dj UD e continua 
in DIU Do. 

Poniamo ora D := Dj U Do, Ti := 0Dj N Do, F2 := 0D3IN Di. Sia 
g € C(9D). Consideriamo il problema di Dirichlet 
Av(7)=0 re int(D), (22) 
VaD = I. 


Le ipotesi di regolarità fatte su 0D; e 0D- garantiscono che per ogni g € 
C(9D) il problema (22) ha un’unica soluzione v € C(D) (vedi [3], cap. 2). 
Con questa scelta di v, (21) si pué riscrivere nella forma 


0=. TV do- / xv do+ f xv vdo- x-v)vdo. (23 
FIORI )g [IRRERE )9 pal ) pil )vdo. (23) 
Scegliamo g a valori in [0, 1]. Per il principio del massimo, anche v sarà a 
valori in [0, 1]. Osserviamo inoltre che, poiché Dj e D3 sono stellati rispetto 
a 0, siha 7-v> 0 quasi dappertutto su 0D; U0D». Da tali considerazioni 
segue 


- [Le Vudo = - / (e-v)do 
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J (x -v)vdo > 0, 
Ti 


da cui 


0> (x - v)gdo — (c-v)gdo — / x-vdo 
0D,00D 0D2N0D T2 


per ogni g € C(0D) e a valori compresi tra 0 e 1. Approssimando allora 
in L!(9D) con una successione di funzioni con queste proprietà la funzione 
caratteristica di 9D1 N 0D, si conclude che 


o> f z.vdo — f x-vdo = 3L3(D; \ Da) 
0D1,N0D T2 


per la formula di Green (osserviamo in proposito che qui v su T> é il versore 
normale interno a Di \ Do). 

Si conclude che Dj C Da. Scambiando i ruoli, si ottiene l'inclusione 
opposta. 
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